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ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ МАШИННОГО АГРЕГАТА 
В УСТАНОВИВШЕМСЯ РЕЖИМЕ 
 
Аннотация. В настоящей статье сделана попытка рассмотреть вопрос интегрирования уравнения 
движения машинного агрегата в общем виде. Приводится вывод аналитических зависимостей, ха-
рактеризующих механику установившегося движения машинного агрегата. При численном интегри-
ровании дифференциального уравнения движения использован метод последовательных приближе-
ний. При определении работы момента сил сопротивления интегрирование проведено для двух слу-
чаев – в функции обобщенной координаты и угловой скорости, а также от обобщенной координаты 
и времени. Определено уравнение механической характеристики электродвигателя исследуемого 
интервала и значения кинетической энергии звена приведения с точностью второго порядка мало-
сти. Последовательно уточняя значение угловой скорости, ее можно вычислить с любой требуемой 
степенью точности, что позволит более точно рассчитать детали и узлы рычажного механизма 
на виброустойчивость и снизить напряженность технологического процесса. 
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NUMERICAL INTEGRATION OF THE EQUATION OF MOTION OF A MACHINE UNIT  
IN STEADY CONDITION 

 

Abstract. In this article, an attempt is made to consider the question of integrating the equation of motion of 
a machine unit in a general form. The conclusion of analytical dependencies characterising the mechanics of 
the steady motion of the machine unit is given. The numerical integration of the differential equation of mo-
tion uses the method of successive approximations. When determining the operation of the moment of the 
resistance forces, integration was carried out for two cases – as a function of the generalised coordinate and 
angular velocity, as well as from the generalised coordinate and time. The equation of the mechanical cha-
racteristics of the electric motor of the studied interval and the kinetic energy values of the reduction link 
with the accuracy of the second order of smallness is determined. By consistently specifying the value of the 
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angular velocity, it can be calculated with any required degree of accuracy, which will allow more accurate-
ly calculating the details and components of the lever mechanism for vibration resistance and reducing the 
intensity of the technological process. 
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coordinate, angular velocity, electric motor’s mechanical characteristics 
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Для достижения устойчивости работы ма-

шинного агрегата (МА) при расчете любого ры-
чажного механизма требуется вычисление ряда 
зависимостей, характеризующих механику его 
установившегося движения. Некоторые методы 
динамического анализа представлены в работах 
[1–4], вопросы динамического исследования от-
дельных механизмов изложены в работе [5]. 

В общем случае приведенные моменты 
сил сопротивления технологических машин-
автоматов являются функциями обобщенной 
координаты φ, ее первой производной    
и времени t [6]. 

В промышленности широко распростра-
нены технологические машины-автоматы, при-
веденный момент сопротивления которых зави-
сит от обобщенной координаты и угловой ско-
рости, а также от обобщенной координаты 
и времени. Вопросы интегрирования уравнения 
движения машинного агрегата таких машин 
в литературе освещен слабо. 

В настоящей статье сделана попытка рас-
смотреть вышепоставленный вопрос в общем 
виде. 

При численном интегрировании диффе-
ренциального уравнения движения машинного 
агрегата [6] значения угловой скорости звена 
приведения ω будем вычислять последователь-
но, переходя от i к (i + 1). 

Для вывода соответствующих формул 
воспользуемся полученными [7] зависимостями: 
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Выполнив известные преобразования [7], 
уравнение (2) представим в виде 
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где Δω, Δω* и ΔЕ, ΔЕ* – приращение угловой 
скорости и кинетической энергии при при-
ращении угла поворота звена приведения – 
Δφ первого и второго порядка малости соот-
ветственно; 
ωi, ωi+1, Еi, Еi+1, Iпр i, Iпр(i+1) – значения угло-
вой скорости, кинетической энергии и приве-
денного момента инерции на углах поворота 
звена приведения φi, φi+1 соответственно. 

В уравнении (3) в выражении 1ln iE зна-

чение кинетической энергии Еi+1 определяется 
по уравнению живых сил: 

 

сд1 АAEE ii  , (4) 
 

где ΔАд, ΔАс – работа сил движущих и сопро-
тивления при приращении угла Δφ. 

Считая момент сопротивления Мс = Мс(φ) 

известным, его работу   dМА сс )(  опреде-

ляем интегрированием кривой Мс = Мс(φ). 
Работу движущей силы Мд = Мд(ω) так 

же, как и работу сил сопротивления Мс = Мс(ω) 
и Мс = Мс(t) в интервале [φi , φi+1], будем опре-
делять приближенно, заменив приращение 
площадей, ограниченных кривыми Мд = Мд(ω), 
Мс = Мс(ω) и Мс = Мс(t), площадями трапеций 
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Механическую характеристику асинхрон-
ного электродвигателя выразим линейным урав-
нением [8] 
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и 
       

const)(прпр  II . 

Пусть зависимость Мс = Мс(ω) задана 
аналитически или в виде графика (рис.). 

На угле поворота звена приведения φi зна-
чение угловой скорости будем считать извест-
ной, а следовательно, известно и значение момен-
та сил сопротивления. Зависимость Мс = Мс(ω) 
на исследуемом интервале представим линей-
ной функцией. 

Для этого в точке с известными координа-
тами Mi , ωi (см. рис. 1) проводим касательную, 
определяем угол αi (между касательной и положи-
тельным направлением оси абсцисс) и tgαi = k. 

В координатах М, ω определяем уравне-
ние прямой, проходящей через точку Mi, ωi 
и имеющей направление, тангенс угла которого 
равен k [9]: 
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где ii kMl  . 

Аналогично для исследуемого интервала 
может быть определено и уравнение механиче-
ской характеристики электродвигателя. 

При приращении угла поворота звена 
приведения Δφ приращение кинетической энер-
гии ΔЕ очевидно будет равно 
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Заменив ωi+1 = ωi + Δω, получим 
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Рис. Зависимость момента сил сопротивления 

 
Подставив уравнение (8) в уравнение (1) и решив последнее относительно Δω, получим 
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Определив Δω, находим ωi+1 и Мс(ωi+1). 
Для определения с точностью второго порядка малости угловой скорости *

1i  и ее приращения 

Δω* уточним линейное уравнение момента сил сопротивления )(*
с

*
с  ММ  и определим прираще-

ние кинетической энергии второго порядка малости ΔЕ*. 
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Зная *
1i , по графику определяем значение. Составим уравнение прямой, проходящей через 

две данные точки, в координатах М, ω [9]: 
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Определим значения кинетической энергии звена приведения Ei+1 и с точностью второго по-

рядка малости *
1iE  на угле поворота φi+1 по уравнению (4), используя уравнение (5): 
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Подставив в последнее уравнение (6), (10) и *
1
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Подставив уравнение (11) в (3) и решив последнее относительно Δω*, получим 
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2. Интегрирование при 
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Для определения работы момента сил сопротивления Мс = Мс(t) зададимся приращением угла 
поворота звена приведения. Зная угловую скорость ωi, определим приращение времени: 
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Зная зависимость Мс = Мс(t), определим приращение кинетической энергии звена приведения 
при приращении угла Δφ: 
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Подставим уравнение (14) в (1): 
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Решая относительно Δω, получим: 
 

,

;
2

)ln(ln
2

1

iпр

1iпрiпр












ii

i

i

bI

IIEГ

 (15) 

 

где )(
2

1
)(

2

1
)()( 1cccд  iii tAtAAАГ . 

Для определения приращения угловой скорости с точностью второго порядка малости 
а) уточним приращение времени Δt*: 
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в) определим приращение кинетической энергии второго порядка малости 
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Используя уравнение механической характеристики электродвигателя и заменив 
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Решив относительно Δω*, получим: 
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Значение Еi+1 определяется по уравнению живых сил 
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Последовательно уточняя значение угло-

вой скорости по уравнениям (12) и (18), ее мож-
но вычислить с любой требуемой степенью точ-
ности. 

 
ВЫВОДЫ 
Рассмотренный подход численного интег-

рирования уравнения движения машинного аг-

регата дает возможность определить зависимо-
сти, характеризующие механику установивше-
гося движения с любой требуемой степенью 
точности. Это позволит более точно рассчитать 
детали и узлы рычажного механизма на вибро-
устойчивость, снизить напряженность техноло-
гического процесса и достичь устойчивости ра-
боты машинного агрегата. 
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