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АНАЛИТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НАТЯЖЕНИЯ НИТИ  
НА СИСТЕМЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

 
Аннотация. Статья посвящена вопросу определения натяжения идеальной гибкой нити с использо-
ванием численных методов. Моделировалось равновесие однородной нерастяжимой тяжелой нити 
при статическом взаимодействии с системой поверхностей различной формы. В статье приведены 
результаты аналитического моделирования натяжения нити. В работе были выведены формулы 
для расчета натяжения в любой точке нити по характерным участкам и нормального давления 
в критических точках. Приведен пример расчета натяжения нити, находящейся на двух гладких ци-
линдрических поверхностях и шероховатой поверхности конуса, моделирующих некоторые рабочие 
органы текстильных машин. Определено нормальное давление на участках нити в опасных, в отно-
шении нарушения контакта, точках. После решения всех уравнений и определения их составляющих 
по найденным точкам участков нити была построена математическая модель натяжения тяжелой 
нити при статическом равновесии. 
Ключевые слова: гибкая однородная нить, равновесие, натяжение, уравнение равновесия, малая 
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ANALYTICAL MODELLING OF THREAD TENSION ON A SYSTEM OF SURFACES 
 

Abstract. The paper deals with the determination of the tension of a flexible thread using numerical methods. 
The equilibrium of a homogeneous inextensible heavy thread, when statically interacting with a system of 
surfaces of various shapes, has been simulated. The paper presents the results of analytical modelling of 
thread tension. The formulas for calculating the tension at any point of thread by characteristic sections and 
the normal pressure at critical points have been derived. An example of calculation of thread tension on two 
smooth cylindrical surfaces and a rough surface of a cone simulating some working bodies of textile ma-

                                                 
© Богачева С. Ю., Мещеряков А. В., Гольцева Т. Л., 2022 



Аналитическое моделирование натяжения нити на системе поверхностей 15 

ТЕХНОЛОГИИ и КАЧЕСТВО  / TECHNOLOGIES & QUALITY. 2022. № 3(57) 

chines has been given. The normal pressure on the thread sections at the points dangerous, with respect to 
contact disturbance, has been determined. After solving all the equations and determining their components, 
a mathematical model of heavy thread tension at static equilibrium has been constructed using the points 
found. 
Keywords: flexible homogeneous thread, equilibrium, tension, equilibrium equation, small slack arrow, 
equilibrium on smooth surface, equilibrium on rough surface 
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В текстильной технике и технологии ши-
роко применяются механизмы, в которых нить 
огибает гладкие или шероховатые поверхности 
различной формы. На практике особый интерес 
представляет исследование равновесия гибкой 
нити в поле сил тяжести [1, с. 30]. В работе рас-
сматривалось равновесие однородной нерастя-
жимой нити погонным весом q, Н/м, охваты-
вающей две гладкие цилиндрические поверхно-
сти 1 и 2 и шероховатую поверхность кругового 
конуса 3 по окружностям, плоскости которых 
перпендикулярны горизонтальным осям соот-
ветствующих цилиндров и конуса (рис. 1). Рас-
стояния между осями шкивов l1, l2, радиусы 
шкивов r. На горизонтальных свободных проле-
тах нить имеет малую стрелу провисания. Ко-
эффициент трения на поверхности шкива 2 ра-
вен k, поверхность остальных гладкая. 

Задача решалась методом припасовыва-
ния решений, рассматривалось равновесие нити 
на отдельных сопряженных участках. Задача 
представляла собой совокупность трех задач: 
1) моделирование равновесия нити на гладкой 
поверхности 1; 2) моделирование равновесия 
нити на шероховатой цилиндрической 2 или 

конической 3 поверхности; 3) моделирование 
равновесия нити с малой стрелой провисания 
(см. рис. 1). Сначала рассматривалось равнове-
сие тяжелой нити на гладкой цилиндрической 
поверхности 1 (рис. 2). 

Дифференциальные уравнения равновесия 
нити в проекциях на оси естественного трех-
гранника составлены при условии, что нить 
расположена по геодезической кривой цилинд-
рической поверхности и угол геодезического 
отклонения θ = 0, а радиус кривизны нити  
ρ = r = const: 

 

,0sin

;0cos


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Nq
r

T

q
ds
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 (1) 

 
где Т – натяжение нити в точке, Н; 

s, φ – дуговая и угловая координаты точки 
нити, соответственно, м; 
r – радиус шкива, м; 
N – нормальное давление (реакция поверхно-
сти), Н. 

 

 
Рис. 1. Равновесие тяжелой нити на системе поверхностей: 

1, 2 – цилиндрические поверхности; 3 – коническая поверхность 
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Рис. 2. Равновесие тяжелой нити на гладкой цилиндрической поверхности 1: 

q  – погонный вес нити; N – нормальное давление поверхности; n,  – оси естественного трехгранника; 

S – дуговая координата точки; AT – начальное натяжение нити в точке А 

       
Решая систему уравнений равновесия, по-

лучен закон распределения натяжения нити на 
участке АС: 

 

sinφqrTT A  ;  (2) 

CAC qrTT  sin . (3) 
 

Как видно из уравнения (2), натяжение 
нити может стать отрицательным, что может 
привести к нарушению технологического про-
цесса. Самой опасной точкой в этом отношении 
является точка L (см. рис. 2), где 

2
 L

  

и натяжение имеет минимальное значение [2, 
с. 68]. Нормальное давление в нижней точки 
нити  

.2q
r

T
N A

L     

Чтобы натяжение в точке L было неотрицатель-
ным, должно выполняться условие выбора на-
тяжения в точке А: 

ТА ≥ qr. 

Затем рассмотрено равновесие вертикаль-
ного отрезка СD нити длиной l2 (см. рис. 1). Вес 

единицы длины нити q , натяжение на концах 

нити соответственно CT  и DT .  
Дифференциальное уравнение равновесия 

нити в проекции на ось Сх, направленную по 
CD вертикально вверх: 

 

0







q
ds

dx
T

ds

d
.             (4) 

 
Закон распределения натяжения вдоль ни-

ти СD. 
 
Т = ТА + qx. (5) 
 
Натяжение нити в точке D получим, по-

ложив в уравнении (3) Т = ТD при х = l2: 
 
TD = TA + q l2, 
                        (6) 
TD ≥ 2 q r + q l2, 
 
Затем рассмотрено равновесие тяжелой 

нити на шероховатой поверхности цилиндра 2 
и определена зависимость натяжения нити 
в точке К от натяжения в точке В (рис. 3).  

 

 
Рис. 3. Равновесие тяжелой нити на шероховатой цилиндрической поверхности 2: 

q – погонный вес нити; N  – нормальное давление поверхности; n,  – оси естественного трехгранника; 

S – дуговая координата точки; BT  – начальное натяжение нити в точке В; KT  – натяжение нити в точке К 
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Дифференциальные уравнения равновесия 

нити на цилиндре 2 в проекциях на оси нату-
рального трехгранника [3, с. 45] определяются 
аналогично по формуле (1). 

Закон изменения натяжения на участке ВК 
нити: 

 
sinφqrTT B  . (7) 

 
Натяжение нити в точке К  
 

qrTqrТТ BВК 



2

sin . (8) 

 

На следующем этапе рассмотрено равно-
весие тяжелой однородной нити с малой стре-
лой провисания на пролете ЕК = l1. Точки опор 
Е и К находятся на одном уровне (превышение 
между опорами h = 0) (см. рис. 1). 

Натяжение нити с малой стрелой прови-
сания f определится формулой 

 
),( yfaqT                           (9) 

 
где Т – натяжение нити в соответствующей точ-

ке, Н; 
q – погонный вес нити, Н/м; 
а – параметр зависящий от расположения 
и веса нити, м; 

f – стрела провисания нити на соответст-
вующем участке, м; 
h – превышение опор на участке нити, м. 

Натяжение нити в точках Е и К можно 
вычислить по формулам: 

 
ТК = q(a + f ); 
 
ТЕ = q(a + f ), 
 

следовательно, 
 

ТЕ = ТК = ТВ + qr.  (11) 
 
На заключительном этапе моделирования 

рассмотрено равновесие нити на шероховатой 
поверхности кругового конуса (рис. 4). Нить 
охватывает конус по окружности радиуса R, 
плоскость которой перпендикулярна оси конуса 
О1О2. Главная нормаль v  к нити проходит через 
центр О1 окружности (v  О1О2). Бинормаль g  

перпендикулярна плоскости ( n, ) и направлена 
по образующей ОМ к вершине конуса.  

Главная нормаль  n  к поверхности в точке 
М перпендикулярна образующей ОМ конуса  
( n   ОМ). Следовательно, угол геодезического 
отклонения θ (угол между нормалями v  и n ) 
равен углу α наклона образующей ОМ к оси ко-
нуса О1О2, то есть θ = α. 

 

 
 

Рис. 4. Равновесие нити на конической поверхности:  
N  – нормальное давление поверхности; n,  – оси естественного трехгранника к поверхности; 

gv ,,  – оси естественного трехгранника к нити; 

DT  – начальное натяжение нити в точке D; ET  – натяжение нити в точке E 

 
Приняли ТЕ < TD. Радиус кривизны ρ нити 

равен радиусу R окружности, по которой нить 
охватывает конус, ρ = R = const [4, с. 157]. Дли-

на нити, лежащей на конусе равна 
2

R
RL


 . 

Весом нити на конусе пренебрегаем. Таким об-
разом, в точке М приложены реакции поверхно-

сти: нормальное давление N , направленное по 

главной нормали n , и сила трения ,F  которая 
расположена в касательной плоскости ( g, ) 

под углом γ к касательной оси   и направлена 
в сторону меньшего натяжения. 

Составлены дифференциальные уравне-
ния равновесия нити на шероховатой поверхно-
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сти в проекциях на оси естественного трехгран-

ника M ng , связанного в точке М с поверхно-
стью [5, с. 212]: 

 

0cos  γF
ds

dT
; 

0cos  Nθ
R

T
;                  (12) 

0sinsin  γFθ
R

T
;    

kNF  . 

Получено: 
 

0coscos  γθ
R

kT

ds

dT
; 

0sincossin  γθθ
R

kT

R

T
.          (13) 

φ
θθ

Rd
R

k

T

dT 222 sincos 
 ; 

 d
T

dT
.                               (14) 

где 2 2 2cos sin .k         
Так как коэффициент χ должен быть ве-

щественным [6, с. 34], то 
 

 222 sincosk  ≥ 0,  

или     k ≥ tgθ.  (15)  

 

Первое условие равновесия выполнено 
(коэффициент трения больше тангенса угла гео-
дезического отклонения). 

Проинтегрировав неравенство (14), полу-
чим второе необходимое условие равновесия: 

 





EE

D

d
T

dT
T

T 0

;  

E
D

E

T

T
ln ;  

EeTTT DED
 .      (16) 





E

D

ds

DED eTTT .  (17) 

Находим 
 

)(sincos 222
Ek

DED eTTT  . 
 

Приведем полученные аналитические за-
висимости и условия для моделирования натя-
жения нити в характерных точках в зависимости 
от начального ТА. 

Натяжение нити в точке С: 

AAC TqrTT  sin . 

Натяжение нити в точке D: 

2qlTT AD  . 

Натяжение нити в точке Е: 

)(sincos 222
Ek

DED eTTT  . 

Натяжение нити в точке K: 

TK = TB + qr.  

Окончательное натяжение в точке В рас-
смотренной нити на всей системе поверхностей 
подчиняется условию при заданном начальном 
натяжении в точке А: 

 

.)(

)(
222 sincos

2

2

qreqlT

TrlqT

Ek
A

BA






 (18) 

 

Нормальное давление в нижней точки ни-
ти L:  

q
r

T
N A

L 2 . 

 

Определены параметры цепной линии 
и нити на поверхности рабочих органов при за-
данных заправочных параметрах. Выведены 
формулы для расчета натяжения нити в точках 
по характерным участкам. Наибольшее натяже-
ние нить испытывает в верхних точках нити. 
Получены аналитические зависимости натяже-
ния в любой точке нити для конкретного участ-
ка нити, в зависимости от некоторых свойств 
контактирующей с нитью поверхности, погон-
ного веса нити и положения в пространстве по-
верхностей, моделирующих некоторые рабочие 
органы текстильных машин. 
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